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y =f(x)

x varidvel independente
y varidvel dependente

Ax variacdo ou acréscimo
da variavel independente
Ay variagao ou acréscimo
da varidvel dependente ou
funcao

Ay = f(xo + Ax) — f(xo)

declive da recta secante PQ

tpa

ms =

Ax

Ay

f(xg + Ax)

flx) [-¥-—g

f(xo + Ax) — f(xo)

Ax



Se existir

L e

diz-se que a fungdo f(x) é diferenciavel em xg, com xg € Ds.
O valor obtido é designado por derivada da funcao para x = xg.

Uma fungdo f(x) diz-se diferenciavel se é diferenciavel em todos os
pontos do seu dominio.

dy df
Notac3o y'=1f(x)= T = o
dy df
g = f/ = — = —
y (XO) (XO) dx x=xo dx x=xq
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Xo Xo+AX X

O valor da derivada de uma fun¢do num ponto (xg, yo), com yo = f(xp), é
numericamente igual ao valor do declive da recta tangente a curva
representativa da fung¢do f nesse ponto.

meg = tg(0) = F'(x0)
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Recta Tangente

AY

mig = f'(x0) =

<V

Equacdo da recta tangente a curva no ponto (xo, yo)

Y — Yo = meg(x — xp)

Se f'(xp) = 0, a recta tangente é a recta horizontal y = y;.
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Recta Normal

AY

Equagdo da recta normal a curva no ponto (o, yo)

y — Yo = mp(x — xo)

Se f'(x9) = 0 a recta normal é a recta vertical x = xg.
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Regras Basicas de Derivacao

u=u(x), v=v(x)

(u+v) =d+V

(u-v)=d -v+u-Vv
(k-u) =k-u
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Derivadas de Funcdes Elementares

u=u(x), v=v(x), n€R, ae RT\{1}

(a") =a" - In(a) -

(eLI)/ — eu . ul

(Ioga(u))l = |n(a) ’ u

(in(u)) = © -

v—1

(W)Y =v-u"-d+u In(u)-V
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Derivadas de Funcoes Trigonométricas

u = u(x)

(sen(u))" = cos(u) - v/
(cos(u)) = —sen(u) -
(tg(u))’ = sec*(u) - '
(cotg(u)) = —cosec?(u) -

(sec(u)) = sec(u) - tg(u) - o’

(cosec(u))’ = —cosec(u) - cotg(u) - '







Derivada da Funcao Composta

Sejam f(x) e g(x) fungdes diferencidveis, com g(x) € Ds.
A sua fungcdo composta é

(fog)(x) = f(g(x))

Pode mostrar-se que a sua derivada é

(Fog) ()= F(u),_y €0 |

Ou, fazendo y = f(u) e u = g(x)

Derivada da Funcao Composta

d _dy|
dx  du u=g(x) dx
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Derivada da Funcao Composta

Para x = xp temos

(fog)(x)=f'(u) &'(x) |

com ug = g(xo)

dy
dx

_d
 du

X=X0

@
dx

X=Xp J
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Para que uma funcdo admita inversa é necessario que seja uma fungao
injectiva, isto é,

Vxi,x20 € D, x1 # xo = f(x1) # f(x2)

Seja f~1 a funcio inversa da funcdo f.

Para o par y = f(x) e x = f~1(y) verifica-se
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Derivada da Funcao Inversa

Uma vez que (f o f1)(y) = y, derivamos ambos os membros em ordem a
y. Usando a regra da derivada da funcdo composta, obtemos

f/(X)‘X:f—l(y) (FY(y) =1

—1\/() — ;
(F) () = F1 ) =r-1(y) J

Derivada da Funcao Inversa

%_ 1
dy_ﬂ
dx

x=f=1(y)
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Derivada da Funcao Inversa

Analogamente, uma vez que (f ! o f)(x) = x, usando a derivada da
funcdo composta obtemos

(F Lo fY(x) = (FY O,y F )

1= (f_l)/(}’)‘y:f(x) : fl(X)

s 1
f'(x) = (f_l)/(y)|y=f(x) J

Derivada da Funcao Inversa

& _ L
dx %
9 ly=f(x)

tpa Andlise Matemdtica 14 /31



Exemplo: Consideremos o par de fungdes inversas f(x) = e~ e
f~1(y) = In(y). Determine a derivada da fungdo f ! usando a derivada

da fun¢do composta.

Sejam y = e e x = In(y).

d
Uma vez que Y _ e, vem
dx

dx 1 1 1 1

o e'”(}’) o ;

dy  dy e

*lx=mn(y)
P l=r1(y)
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y - arcsen(X) Y =arcsenx

D =[-1,1] sl TR R
D'=[-5,5]

A sua fungdo inversa é x = sen(y), pelo que Z—; = cos(y). Temos entdo

dy 1 1

dx % - Cos(y)|y:arcsen(x)

y=F(x)
Uma vez que sen?(y) + cos?(y) = 1, vem cos(y) = 4+/1 — sen2(y). Como

y € [-5,5], temos cos(y) > 0, e entdo cos(y) = /1 — sen?(y). Assim
1

dy 1

dX—\/l—sen ‘ Vl—X2

y= arcsen X
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Derivada da Funcao Arco-seno

Em geral, temos y = arcsen(u), com u = f(x).
Aplicando a regra da fungdo composta, obtemos

i(arcsen( )) = i(arcsen( )) @ — ; ﬂ
dx W)= W) ax V1—u2 dx
ou seja

(arcsen(u)) = T 1_ = - v
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Derivada das Fun¢des Trigonométricas Inversas

De modo anilogo, obtemos

1
(arccos(u))' = —\/1—_—112 . Ul
1
(arctg(u)) = 15 v
’ 1 /
(arccotg(u)) = — “u

1+ u?
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Funcao na Forma Paramétrica

Dizemos que uma fun¢do y = f(x) estd definida na forma paramétrica

quando x e y dependem de uma terceira varidvel, designada por
parametro, isto é

{x=g(t) J
y =h(t),teD
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Funcgdes reais de varidvel real, y = f(x)

x=t
y =f(t),teR

Circunferéncia de centro (xp, yo) e raio r

{x:xo—l-r‘cos(t)

y =yo+r-sen(t), t €[0,2n]

Elipse de centro (xp, yo) € eixos a e b

{x:xo—l—a-cos(t)

y =yo+ b-sen(t), t € [0,27]

Hipérbole de centro (xp, yo) e eixos a e b

X = X9+ a- sec(t)
y=yo+b-tg(t),tcR

tpa

{

x =xp + a-tg(t)
y =yo+ b-sec(t),t € R



Sejam g(t) e h(t) funcdes diferencidveis e g uma funcgio invertivel.
A derivada de uma fungdo y = f(x) definida na forma paramétrica
calcula-se através das derivadas das fun¢des composta e inversa.

Pela funcdo composta
dy dy dt
dx — dt dx
dx .
Por outro lado, se @ = 0, pela func¢3o inversa
dt 1
dx  dx
dt
Logo

Derivada da Fungao Paramétrica

dy _dy 1
dx  dt dx
dt
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Derivada da Func3o na forma Paramétrica

Exemplo: Considere a circunferéncia de centro (xo, yp) e raio r

x = xp + r - cos(t)
y =yo+r-sen(t), t € [0,2n]

dx dy
prl —rsen(t) i rcos(t)
dy dy 1 -
dx dt dx reos(t) —rsen(t) cotg(t)
dt
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Derivadas de Ordem Superior a Primeira

tpa

dy
l:f'l - 7
y (x) I

d?y d (dy
" " R el
V= =gz =y <d>
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Variacao da Funcao

y y=f(x)
y = f(x)
f(x+Ax)
xeD
Ax variagdo (ou acréscimo) f(x)

da variavel independente

X+Ax X

o3 —

Variagdo (ou acréscimo) da fungdo

Ay = f(x + Ax) — f(x)
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y =f(x)
xeD f(x+Ax)

Ax variagdo (ou acréscimo)

f(x)
da variavel independente /

dy / dy
. . e _dy
Diferencial dy = f'(x)Ax ou dy = —Ax
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Diferencial versus Variacao da Funcao

y

f(x+Ax)

Diferencial

dy
_ g —
dy = f'(x) Ax = dXAx

f(x)

—_—

Variacdo da funcao

Ay = f(x + Ax) — f(x)

Serd que, quando Ax — 0, a variagdo Ay pode ser aproximada pelo
diferencial dy?
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Consideremos a diferenca
Ay —dy = f(xo + Ax) — f(x0) — f'(x0)Ax
Quando Ax — 0, temos

_ _ _ !
im Ay dy: im f(xo + Ax) — f(xo) f(xo)Ax_

Ax—0  Ax Ax—0 Ax
. /
~ i f(xo+ Ax) — f(xo) im f'(x0)Ax _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= f'(x0) — f'(x0) =

=0

Ou seja, quando Ax — 0

Ay ~ dy J

o diferencial representa uma aproximac3do da variacdo total da func3o.
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Diferencial

dy
— Ax
dy = dx

Para a fun¢3o identidade f(x) = x temos dy =1-Ax
Do grafico da funcdo, é imediato que dy = dx
Ent3o Ax = dx. E habitual escrever

dy
dy = o dx J

Em geral, num ponto de abcissa xg € D

Diferencial

dyzﬂ

i dx

X=X0
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Sabemos que
Ay = f(x + Ax) — f(x)

e que, quando Ax — 0
Ay =~ dy

Isto significa que podemos usar a diferencial para calcular aproximagdes.
Valor Exacto f(x+ Ax) = f(x) + Ay
Valor Aproximado f(x + Ax) = f(x) + dy

A aproximacdo entre o diferencial dy e a variacdo da varidvel dependente

Ay é tanto melhor quanto menor for o acréscimo da varidvel independente
Ax.



Exemplo: Utilizando o facto de v/9 ser 3, calcule uma aproximac3o para
8,7.

Definimos a fun¢do auxiliar f(x) = /x.

d 1
Uma vez que Y _ ——, a diferencial da funcdo é

dx  2y/x

dy 1
—Ax =—=A
dx T 2y/x x

Pretendemos calcular /8,7, pelo que procuramos xg préximo de 8,7 tal
que /Xp seja um valor exacto. Para xp = 9, sabemos que f(xg) = v/9 = 3.

dy =

Pretendemos calcular £(8,7), pelo que xp + Ax = 8,7 e temos
Ax = —0,3.



Exemplo: (continuagdo)
Para x =9, uma vez que Ax = —0,3, vem

De Ay = f(xo + Ax) — f(xp) temos f(xo + Ax) = f(xp) + Ay, ou seja,
neste caso
f(8,7) =1(9) + Ay

Como, para valores pequenos de Ax, se tem Ay =~ dy, vem
f(8,7) ~ f(9) +dy

Uma vez que (9) = v/9 = 3 obtemos a aproximacio

VBT3B Tx
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